
ТЕОРЕМЫ О ВЗАИМНО ПРОСТЫХ ЧИСЛАХ 
 
Обозначение: В данной статье речь идет только о натуральных числах. 
 

Теорема 1. Если числа n и m взаимно простые (n,m) = 1, то числа 

(2
n
 - 1) и (2

m
 - 1) то же взаимно простые (2

n
 - 1, 2

m
 - 1) = 1. 

 
Доказательство.  

Лемма 1. Если числа n и m взаимно простые (n,m) = 1,                                                      (1) 

где m < n, n ?  mi (mod m), m > mi > 0, и  

mi = n - mki                                                                                                                                (2) 

то числа m и mi то же являются взаимно простыми. 

Доказательство «леммы 1». Предположим обратное. Допустим что, числа m и mi имеют 

общего делителя равного p > 1. Тогда 

m = mop                                                                                                                                      (3) 
и 

mi = miop. 
И с учетом (2) получим  

miop = n - mopki 

Значит 

n = miop + mopki = p(mio + moki)                                                                                         (4) 

С учетом (3) и (4) получается, что числа n и m имеют общего делителя p>1. А это 
противоречит условию (1). 
«Лемма 1» доказана. 

Очевидно, что для любой пары взаимно простых чисел n и m существуют числа mi и ki, 

где m > mi >0, и mi = n - mki. 

Применим «лемму 1» на пару взаимно простых чисел (приведенных в «лемме 1») m > mi 

(если mi ?  1) и получим очередную пару взаимно простых чисел mi > mi+1. Продолжая, 
аналогично, получим ряд чисел удовлетворяющих условие 

n > m > mi > mi+1 >…> mi+j                                                                                                    (5) 

Следствие: Т.к. число n конечное число и т.к. ряд чисел (5) убывающий, значит для 

последнего члена этого ряда  (для mi+j) выполняется условие 

mi+j = 1, 
которое получается в результате вычислений по формуле 

mi+b = mi+b-2 - ki+b-1mi+b-1, 

где b пробегает от (-2) до j (т.к. mi-2 = n, mi-1 = m). 

Допустим что, при (n,m) = 1 числа (2
n
 - 1) и (2

m
 - 1) имеют общего делителя равного       

q > 1. 

(2
n
 - 1) = A1q 

(2
m

 - 1) = A2q 
Значит  

(2
mki - 1) = A3q т.к. (2

mki - 1) ?  0 (mod (2
m

 - 1)) 
Тогда 



A1q - A3q = q (A1 -A3) = (2
n
 - 1) - (2

mki - 1) = 2
n
 - 2

mki = 2
mki (2

n- mki -1) = 2
mki (2

mi - 1) 

Значит числа (2
m

 - 1) и (2
mi  - 1) имеют общего делителя равного q > 1. 

Аналогичным путем получим, что числа 

(2
mi - 1) и (2

mi+1 - 1) то же имеют общего делителя равного q > 1. Продолжив, далее, 
получим 

(2
mi+j-1 - 1) и (2

mi+j - 1) имеют общего делителя q > 1. Однако 

(2
mi+j - 1) = (2

1
 - 1) = 1 и не может иметь делителя равного q > 1. 

Значит числа (2
n
 - 1) и (2

m
 - 1) не могут иметь общего делителя q > 1. 

«Теорема 1» доказана. 
 

Теорема 2. Если числа n и m взаимно простые (n,m)=1, то числа 

(An
-1)/(A-1) и (Am

-1)/(A-1) то же взаимно простые, где A>1. 
 
Доказательство. 
Аналогичным путем, как в доказательстве «теоремы 1», легко доказать данную теорему. 
 

Теорема 3. Если (Am
 - 1)/(A - 1) ?  0 (mod t) и (A - 1) ?  0 (mod tf

), то для всех значений 

n, числа (Am
 - 1)/(A - 1) и (An

 - 1)/(A - 1) не сравнимы по модулю t, где n и m взаимно 

простые числа, t > 1,  f > 0. 
 
Доказательство. 
«Теорема 3» является очевидным следствием «теоремы 2». Если предположить, что числа, 

приведенные в «теореме 3», (Am
 - 1)/(A - 1) и (An

 - 1)/(A - 1) сравнимы по модулю t, то 
это противоречит условию «теоремы 2». 



THEOREMS OF RELATIVE PRIMES NUMBERS. 
 
Remark: In this work it is spoken only about the natural numbers.  
 

Theorem 1. If the numbers n and m are relative primes (n,m) = 1, then the numbers 

(2
n
 - 1) are (2

m
 - 1) also relative primes (2

n
 - 1, 2

m
 - 1) = 1. 

 
Proof.  

Lemma 1. If the numbers n and m are relative primes (n,m) = 1,                                         (1)                                          

where m < n, n ?  mi (mod m), m > mi > 0, and  

mi = n - mki                                                                                                                                (2) 

then the numbers m and mi are also relative primes. 

Proof of “Lemma 1”. Let’s suppose inversely. Let’s admit that the numbers m and mi have a 

common divisor p > 1. Then 

m = mop                                                                                                                                      (3) 
and 

mi = miop. 
Taking into attention of (2) we’ll get  

miop = n - mopki 

It means that 

n = miop + mopki = p(mio +  moki)                                                                                         (4) 

Taking into attention of (3) and (4) it is clear that the numbers n and m have a common divisor 

p > 1. And this goes in contradictory to the condition of (1). 
“Lemma 1” is proved. 

It’s clear that for any pair of the relative primes n and m there are the numbers mi and ki, where 

m > mi > 0, and mi = n - mki. 

Let’s apply “lemma 1” to the pair of the relative primes (shown in “lemma 1”) m > mi             

(if  mi ?  1) and we’ll get the next pair of the relative primes mi > mi+1.  
Going on the analogical way we’ll get a line numbers answered to the condition where 

n > m > mi > mi+1 >…> mi+j                                                                                                    (5) 

Consequence: Cause the number n is terminal and a line of numbers in (5) decreases, it means 

that applying to the last member of this line (for mi+j) it is a condition 

mi+j = 1, 
which is concluded as a result of calculations by the formula 

mi+b = mi+b-2 - ki+b-1mi+b-1, 

where b covers from (-2) tо j (because mi-2 = n, mi-1 = m). 

Let’s take that if (n,m) = 1 numbers (2
n
 - 1) and (2

m
 - 1) have the common devisor equaled to  

q > 1. 

(2
n
 - 1) = A1q 

(2
m

 - 1) = A2q 
So 

(2
mki - 1) = A3q because (2

mki - 1) ?  0 (mod (2
m

 - 1)) 
Then 



A1q - A3q = q (A1 - A3) = (2
n
 - 1) - (2

mki - 1) = 2
n
 - 2

mki = 2
mki (2

n- mki - 1) = 2
mki(2

mi - 1) 

So, the numbers (2
m

-1) and (2
mi -1) have the common devisor equaled to q > 1. 

By the analogical way we’ll get that the numbers 

(2
mi - 1) and (2

mi+1 - 1) also have the common devisor equaled to q > 1. Going on we’ll get 

(2
mi+j-1 - 1) and (2

mi+j - 1) have the common devisor equaled to q > 1. However 

(2
mi+j - 1) = (2

1
 - 1) = 1 and can’t have the common devisor equaled to q > 1. 

It means that the numbers (2
n
 - 1) and (2

m
 - 1) can’t have the common devisor equaled to          

q > 1. 
The theorem is proved. 
 

Theorem 2. If the numbers n and m are relative primes (n,m) = 1, then the numbers  

(An
 - 1)/(A - 1) and (Am

 - 1)/(A - 1) are also relative primes, where A > 1. 
 
Proof. 
By the analogical way, like the proof of «theorem 1», it is easy to prove this theorem. 
 

Theorem 3. If (Am
 - 1)/(A - 1) ?  0 (mod t) and (A - 1) ?  0 (mod tf

), then for all the 

significances of n, the numbers  (Am
 - 1)/(A - 1) and (An

 - 1)/(A - 1) are not comparable by 

modal t, where n and m are relative primes, t > 1,  f > 0. 
 
Proof. 
«Theorem 3» is the obvious consequence of «theorem 2». If it is to suppose that the numbers   

used in «theorem 3» (Am
 - 1)/(A - 1) and (An

 - 1)/(A - 1) are comparable by modal t, it 
contradicts to the condition of «theorem 2». 



ТЕОРЕМЫ О ПРОСТЫХ ДЕЛИТЕЛЯХ  
 
Обозначение: В данной статье речь идет только о натуральных числах. M! – M факториал. 

Теорема 1. Простые делители чисел (2
n
 - 1), при простых n, имеют вид: An + 1, где A – 

натуральное число. 
 

Доказательство. Сравним числа (2
n
 – 1) и (2

f
 – 1), где  f  = M!/nt

,  M – сколько угодно 

большое натуральное число, t – сколько угодно большое натуральное число, при котором 

удовлетворяется условие (n,M!/nt
) = 1, т.е. числа n и M!/nt

 взаимно простые, f –
натуральное число. Т.к. M – сколько угодно большое натуральное число, то для любого 

простого числа p (за исключением некоторых случаев, когда p - 1 = Bn, т.к. f и n взаимно 

простые. B – натуральное число) удовлетворяется условие 

(2
f
 - 1) ?  0 (mod (2

p-1
 - 1)). 

По Малой теореме Ферма известно, что 

(2
p-1

 - 1) ?  0 (mod p). 

Следовательно, (2
f
 - 1) ?  0 (mod p). 

Нам известно, что (см. «Теоремы о взаимно простых числах» на сайте: http://logman-

logman.narod.ru/) числа (2
n
 - 1) и (2

f
 - 1) взаимно простые, т.к. (n,f) = 1. Значит, любое 

простое число является делителем числа (2
f
 - 1), за исключением некоторых случаев, когда  

p – 1 = Bn и p = Bn + 1. Следовательно, простые делители чисел (2
n
 - 1) имеют вид       

Bn + 1. 

Bn + 1 = An + 1. Теорема доказана. 
 

Теорема 2. Простые делители чисел (Sn
 - 1)/(S – 1), при простых n, имеют вид: (Tn + 1), и 

для ограниченного количества значений n  при S = constant числа (Sn
 - 1)/(S – 1) могут 

иметь простые делители d, где T – натуральное число, d – делитель числа (S – 1). 
 
Доказательство. «Теорему 2» докажем тем же путем, как доказывали «теорему 1». Сравним 

числа (Sn
 - 1)/(S – 1) и (Sf

 - 1)/(S – 1), где  f  = M!/nt
,  M – сколько угодно большое 

натуральное число, t – сколько угодно большое натуральное число, при котором 

удовлетворяется условие (n,M!/nt
) = 1, т.е. числа n и M!/nt

 взаимно простые, f –
натуральное число: 

а) Получаем результат, как в «теореме 1», т.е. простые делители чисел (Sn
 - 1)/(S – 1) 

имеют вид –  (Tn + 1). Кроме того 

б) Т.к. в знаменателе числа (Sf
 - 1)/(S – 1) имеется число (S – 1) есть случаи, когда 

число (Sf
 - 1)/(S – 1) не имеет простого делителя d, который является простым делителем 

числа (S – 1). По этой причине можно предположить, что такие числа, как число d могут 

оказаться простыми делителями чисел (Sn
 - 1)/(S – 1). Такие случаи имеются. Например:  

(103 - 1)/(10 – 1) ?  0 (mod 3) 

При этом очевидно, что количество значений n с верху ограничено количеством простых 

делителей числа (S – 1).   
Теорема доказана. 



Theorems of the relative primes 
 
Remark: In this article it is spoken only about the natural numbers. M! – M is factorial. 
 
Theorem 1. The prime divisor of the numbers (2n - 1), where n is simple, has the following aspect: 

An + 1, where A – is a natural number. 
 

Proof.  Let’s  compare the numbers (2
n
 – 1) and (2

f
 – 1), where  f  = M!/nt

,  M – is infinitely 

large natural number, t – is infinitely large natural number, where the condition of (n,M!/nt
) = 1, is 

satisfied, so the numbers n and M!/nt
 are relative primes, f – is a natural number. Because of M – 

is infinitely large natural number, for any prime  p (with the exception of some of cases, when p - 1 

= Bn, because f and n are relative primes. B – is a natural number) the following condition is 
satisfied:  

(2
f
 - 1) ?  0 (mod (2

p-1 - 1)). 
According to the Ferma’s Small theorem it is known that 

(2
p-1 - 1) ?  0 (mod p). 

So, (2
f
 - 1) ?  0 (mod p). 

We know that (see «Theorems of relative primes numbers» on the site: http://logman-

logman.narod.ru/) the numbers (2
n
 - 1) and (2

f
 - 1) are relative primes, because (n,f) = 1. It means 

that any prime   is a divider of the number (2
f
 - 1), with the exception of some of cases, when p – 1 

= Bn and p = Bn + 1. So, the prime divisor of the numbers (2
n
 - 1) have the following aspect: 

Bn + 1. 

Bn + 1 = An + 1. The theorem is proved. 
 

Theorem 2. The prime divisor of the numbers (Sn
 - 1)/(S – 1), where n is a prime , have the 

following aspect: (Tn + 1), and for the limit quotation of significances of n when S = constant the 

numbers (Sn
 - 1)/(S – 1) can have the prime divisor d, where T – is a natural number, d – is a  

number’s (S – 1) divider. 
 
Proof.  Let’s prove «Theorem 2» by the same way like we’ve done according to the “theorem 1”. 

Let’s compare the numbers (Sn
 - 1)/(S – 1) and (Sf

 - 1)/(S – 1), where  f  = M!/nt
,  M – is 

infinitely large natural number, t – is infinitely large natural number, where the following condition 

is satisfied: (n,M!/nt
) = 1, so the numbers n and M!/nt are relative primes, f – is a natural number: 

а) So, we get the analogical result to the “theorem 1”, and the prime divisor of numbers            (Sn
 - 

1)/(S – 1) have the following aspect: (Tn + 1). More over, 

б) Because at the denominator of the number (Sf
 - 1)/(S – 1) there is a number (S – 1), there 

are some of cases, when the number (Sf
 - 1)/(S – 1) doesn’t have any prime divisor d, which is the 

prime divisor of the number (S – 1). Because of this reason it is possible to suggest that such 

numbers like d may turned out to be the prime divisor of numbers (Sn
 - 1)/(S – 1). There are some 

of the similar cases. For example: (103 – 1)/(10 – 1) ?  0 (mod 3) 
In this way it is obvious that the quantity of significances of n is limited within quantity of the 

prime divisor of the number (S – 1) from above.   
The theorem is proved. 


