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СУЩЕСТВУЕТ ЛИ ТРЕУГОЛЬНИК С ЦЕЛОЧИСЛЕННЫМИ 

СТОРОНАМИ, МЕДИАНАМИ И ПЛОЩАДЬЮ? 

 

АННОТАЦИЯ. В данной статье исследуются треугольники с целочисленными 
сторонами и медианами на предмет наличия или отсутствия таких 
треугольников с целочисленной площадью. 
Актуальность изучаемой проблемы заключается в том, она является одной из 
не решенных проблем теории чисел [1]. Цель статьи – доказать, что не 
существует треугольник с целочисленными сторонами, медианами и 
площадью.  
 

1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Проблема. Существует ли треугольник с целочисленными сторонами, 

медианами и площадью? 
Известно, что существуют треугольники с целочисленными сторонами и 
медианами [2]. Например, у самого маленького такого треугольника стороны 
и медианы равны (136, 170, 174) и (158, 131, 127) соответственно.  
В данной статье доказывается, что не существует треугольник с 
целочисленными сторонами, медианами и площадью. 
Для этого в начале приводятся три леммы с доказательствами: 
Лемма 1. Для любого треугольника с рациональными сторонами и медианами 

существует другой, но не подобный с ним, треугольник с рациональными 

сторонами и медианами. 

Лемма 2. Если хотя бы одна медиана треугольника с целочисленными 

сторонами и медианами кратна 3, то все его медианы кратны 3. 

Лемма 3. Если предположить, что существует треугольник с 

целочисленными сторонами, медианами и площадью, то хотя бы одна из его 

медиан должна быть кратна 3. 

Используя результаты вышеприведенных трех лемм, методом бесконечного 
спуска решается Проблема. 

 

Доказательство Леммы 1. 
Здесь доказывается, что треугольники с целочисленными сторонами и 
медианами существуют только и только попарно (как «близнецы») – один из 
которых следует из другого, и эти два треугольника между собой не являются 
подобными треугольниками. 
Предположим, что стороны и медианы треугольника ∆��� рациональны 
(рисунок 1). Используя треугольник ∆���, построим треугольник ∆����. Для 
этого (с точки �) проведем ���‖�� до пересечения с продолжением медианы 



��� = 
�  в точке ��. Далее, с учетом, что треугольники ∆����  и ∆���� 
подобные, получим ���: ��� = ���: �� = ��: ��� = 2: 1, 
и с учетом свойства медиан ∆��� для сторон треугольника ∆����  будет ��� = �� = �� 
� ,  �� = �� 
�, ��� = �� = �� 
�                                             (1) 

 

 
 

А для медиан треугольника ∆���� будет ��� = �� �� = �� �, ��� = �� �� = �� �, ����� = �� �� = �� �                                (1a) 

Другими словами, треугольник ∆���� построен путем параллельных 

перемещений 
��  частей медиан треугольника ∆���. А медианы треугольника ∆���� построены путем параллельного перемещения 

�� частей сторон 

треугольника ∆���.  Это означает, что все стороны и медианы треугольника ∆����  тоже рациональны. 
Треугольники ∆��� и ∆����  не подобные. Стороны этих треугольников 
рациональны и по свойству подобия отношение площадей подобных 
треугольников должно быть равно квадрату коэффициента подобия. В нашем 

случае (рисунок 1) отношение площадей треугольников равно  
�∆�����∆��� = �� , что 

не является квадратом рационального числа.  
Лемма 1 доказана. 
С л е д с т в и е леммы 1. Для того что бы у обоих треугольников (∆��� и ∆����) и стороны, и медианы были целочисленными, все стороны 
треугольника ∆��� должны быть четными, и все медианы должны быть 
кратными 3. 
Доказательство Леммы 2. 
Формулы медиан [4] запишем так: 

⎩⎪⎨
⎪⎧� = �� #2
�� + 2
�� − 
��� = �� #2
�� + 2
�� − 
��� = �� #2
�� + 2
�� − 
��

⇒
⎩⎪⎨
⎪⎧
� = �� √2�� + 2�� − ��


� = �� √2�� + 2�� − ��

� = �� √2�� + 2�� − ��

⇒
⎩⎪⎨
⎪⎧
� = �� #3�� + 3�� − (�� + �� + ��)
� = �� #3�� + 3�� − (�� + �� + ��)
� = �� #3�� + 3�� − (�� + �� + ��)     (2) 

Из этих трех формул очевидно, что, если хотя бы одна из медиан кратна 3, то �� + �� + �� ≡ 0(
,-3) 
А это означает, что все три медианы кратны 3. 
Лемма 2 доказана. 
Доказательство Леммы 3. 



Предположим, что существует треугольник с целочисленными сторонами, 
медианами и площадью (рисунок 1), где (�, �, �, 
�, 
� , 
� , .∆/01) = 1.  
Мы должны доказать, что (
�, 
� , 
�) = 3. Поэтому пока принимаем (
�, 
� , 
�) ≠ 3 
Используем треугольник ∆����, и построим треугольники ∆��3 (рисунок 2), ∆4�4�4� (рисунок 3), ∆5�5�5� (рисунок 4). Здесь треугольники ∆���� ≅∆4���4� ≅ ∆5���5�  конгруэнтные. Запишем: .∆718 = 3.∆7/�1                     (рисунок 2), .∆9:9;9< = 3.∆9:7;9<                (рисунок 3), .∆=:=;=< = 3.∆=:7<=<                 (рисунок 4). 
Значит, .∆718 = .∆9:9;9< = .∆=:=;=< = .∆/01 . 
Очевидно, что площади треугольников, сторонами которых являются 
медианы треугольников ∆��� (рисунок 1), ∆��3 (рисунок 2), ∆4�4�4� 
(рисунок 3), ∆5�5�5� (рисунок 4)  равны. 
Для треугольников ∆��� и ∆��3 запишем (выбираем любую пару медиан, 
например 
� и 
�): 

⎩⎪⎨
⎪⎧. = 14 #(
� + 
� + 
�)(
� + 
� − 
�)(
� − 
� + 
�)(−
� + 
� + 
�)    

. = 14 ?@
� + 
� + 32 �A @
� + 
� − 32 �A @
� − 
� + 32 �A @−
� + 
� + 32 �A 

B16.� = ((
� + 
�)� − 
��)(
��−(
� − 
�)�)                   
16.� = D(
� + 
�)� − @32 �A�E D@32 �A� −(
� − 
�)�E  

@32 �A� − 
�� = ∆ (
� + 
�)� − 
�� = F 
��−(
� − 
�)� = G 

(
� + 
�)� − @32 �A� = F − ∆ 

@32 �A� −(
� − 
�)� = G + ∆ FG = (F − ∆)(G + ∆) ⇒ 0 = (F − G)∆ − ∆� ⇒ F = G + ∆ 

 

Если ∆= 0, то получаем 

@32 �A� − 
�� = 0 ⇒ � = 23 
� ⇒ 23 
� = 23 H2
�� + 2
�� − 
�� ⇒ 

⇒ 
�� = 2
�� + 2
�� − 
�� ⇒ 
�� = 
�� + 
��                                                    

А из-за произвольности  
�и 
� последнее не возможно. 

 

 



⎩⎪⎨
⎪⎧(
� + 
�)� − 
�� = @32 �A� −(
� − 
�)�

(
� + 
�)� − @32 �A� = 
��−(
� − 
�)�  

⎩⎪⎨
⎪⎧16.� = ((
� + 
�)� − 
��) D(
� + 
�)� − @32 �A�E

16.� = (
��−(
� − 
�)�) D@32 �A� −(
� − 
�)�E    

⎩⎪⎨
⎪⎧(
� + 
�)I − D
�� + @32 �A�E (
� + 
�)� + @32 �
�A� − 16.� = 0

(
� − 
�)I − D
�� + @32 �A�E (
� − 
�)� + @32 �
�A� − 16.� = 0 

 

Очевидно, что имеем одно квадратное уравнение с коэффициентами 
�� + J�� �K�
 и  J�� �
�K� − 16.� 

и с двумя корнями  (
� + 
�)� и (
� − 
�)�. 
То есть, если  L� − @
�� + J�� �K�A L + J�� �
�K� − 16.� = 0, 

то L� = (
� + 
�)� и L� = (
� − 
�)�. 
По теореме Виета  (
� + 
�)� + (
� − 
�)� = 
�� + J�� �K� ⇒                      ⇒ 2
�� + 2
�� − 
�� = MI �� ⇒   ⇒ � = �� #2
�� + 2
�� − 
��                                                    (тождество)                  (3) 

(
� + 
�)�(
� − 
�)� = J�� �
�K� − 16.� ⇒                                                        

⇒ (
�� − 
��)� + 16.� = J�� �
�K�
                                                                              (4)  

Очевидно что, если �, 
�, 
� , 
� , .  целые числа, то числа 
�� − 
��, 4., �� �
� 

являются пифагорова тройкой. Если 
�� �
� ≡ 0(
,-3), то пифагорова тройка 


�� − 
��, 4., �� �
� не примитивная. Есть три варианта: 

Первый вариант. В результате мы получаем 
� ≡ 0(
,-3), 
� ≡ 0(
,-3).                                                                          (5) 

Второй вариант. Условия (5) не верны. Существуют натуральные числа N и O, для которых выполняются (5a), (5b) и (5c)  
�� − 
�� = N� − O�, где N ≡ 0(
,-3), O ≡ 0(
,-3)                                  (5a) 2NO = 4.                                                                                                              (5b) 



 N� + O� = �� �
�                                                                                                 (5c) 

С учетом (5a) и (5c) получим: 

N� + O� ≡ 0(
,-9) ⇒ �� �
� ≡ 0(
,-3)                                                         (5d) 

Следовательно, или � ≡ 0(
,-3), или 
� ≡ 0(
,-3).     (или оба)             (5e) 

Пусть � ≡ 0(
,-3).                                                                                               (5f) 

Из-за произвольности � и 
�, с учетом (2) получаем: 

B� ≡ 0(
,-3)� ≡ 0(
,-3)� ≡ 0(
,-3) ⇒ B
� ≡ 0(
,-3)
� ≡ 0(
,-3)
� ≡ 0(
,-3)                                                                       (5g) 

Третий вариант. Условия (5) не верны. Существуют натуральные числа N и O, для которых выполняются (5h), (5i) и (5j)  
�� − 
�� = 2NO, where N ≡ 0(
,-3), O ≡ 0(
,-3)                                     (5h) 

 N� + O� = �� �
�                                                                                                            (5i) 

 N� − O� = 4.                                                                                                        (5j) 

Далее так же, как во втором варианте получаем 

B� ≡ 0(
,-3)� ≡ 0(
,-3)� ≡ 0(
,-3) ⇒ B
� ≡ 0(
,-3)
� ≡ 0(
,-3)
� ≡ 0(
,-3) 

                          
Лемма 3 доказана. 
 

 
Picture 2 

 

 

 

 

 

 



 

 
Picture 3 

 

 
Picture 4 

Решение Проблемы. 
Предположим, что стороны, медианы и площадь треугольника ∆��� 
целочисленные (рисунок 1). И треугольник ABC  является с наименьшей 
площадью среди таковых. С учетом Леммы 1, Леммы 2 и Леммы 3 все 
медианы треугольника ∆��� кратны 3. Следовательно, стороны треугольника ∆���� целочисленные. Так как все стороны треугольника ∆��� четные 
(формулы (1a)), то и медианы треугольника  ∆���� целые. Из леммы 1 

известно, что 
�∆�����∆��� = �� ⇒ .∆7/�1 = �� .∆/01 < .∆/01 . 

Другими словами, существует еще один треугольник ∆���� с 
целочисленными сторонами, медианами и площадью меньше исходного 
треугольника ABC . А это противоречит нашему предположению, что 
площадь треугольника ∆��� с целочисленными площадью, медианами и 
сторонами ABCS


 наименьшая. 

Проблема решена. 
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